Московский Государственный Технологический Университет

“ С Т А Н К И Н “
	Факультет

Метрологическая информатика
	
	Кафедра

Теоретическая и прикладная механика


Галанов А.А.

Исследование особенностей колебаний маятниковых систем с изменяемой длиной подвески
Выпускная работа на соискание академической степени

бакалавра техники и технологии

по направлению 55.02.00 
“Автоматизация и управление ”

Заведующий кафедрой                                                        д.т.н., профессор ЕЛЕНЕВ С.А.

Научный руководитель                                              -   д.т.н., профессор АЛЮШИН Ю.А.

Москва – 2001

ЗАДАНИЕ

на выпускную работу бакалавра техники и технологий

Направление: 550200 “Автоматизация и управление”
Кафедра: “Теоретическая и прикладная механика”

Тема: Исследование особенностей колебаний маятниковых систем с изменяемой длиной подвески

Срок окончания работы: 21.06.01

Срок защиты в ГАК: 27.06.01

Основные разделы работы:

1. Колебания в машиностроении.

2. Обзор теоретических методов анализа колебаний.

3. Теоретический анализ колебаний маятника с переменной длиной подвески.

4. Численное решение уравнений для угловой скорости и периода колебаний.

5. Анализ результатов расчетов.

Руководитель работы: д.т.н., профессор АЛЮШИН Ю.А.

Студент: ГАЛАНОВ А.А.

Министерство общего и профессионального образования

Российской Федерации

Московский государственный технологический

университет “Станкин”

Факультет метрологической информатики

АВТОРЕФЕРАТ

работы на соискание академической степени бакалавра

техники и технологий по направлению 550200

“Автоматизация и управление”

Колебания математического маятника с изменяемой длиной подвески имеют ряд особенностей, которые могут быть использованы в измерительных и регулирующих системах технологических машин. 

В данной работе рассмотрено решение для частного случая, когда изменение длины подвески описывается функцией 
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, а исходное энергетическое уравнение преобразуется к дифференциальному уравнению первого порядка с разделяющимися переменными. Численное интегрирование выполнено по методам Гаусса и Ньютона-Котеса с точностью до 3 десятичных знаков.

Расчеты проведены для углов отклонения маятника 
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 в диапазоне от 50 до 900 при отношении длин подвески в крайних точках и на оси симметрии траектории Lk/L0 от 0,5 до 10, что соответствует множителю в показателе степени экспоненты  –1
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Интересно отметить, что максимуму скорости при пересечении массой оси симметрии траектории и минимальному значению периода колебания маятника не обязательно соответствует одно и то же значение коэффициента k.

Предложено энергетическое объяснение выявленных зависимостей, связанных с изменением кинетической энергии за счет как длины подвески, так и угловой скорости.
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АННОТАЦИЯ

В работе рассмотрены особенности колебания математического маятника с изменяемой длиной подвески для частного случая, когда изменение длины подвески описывается функцией 
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, а исходное энергетическое уравнение преобразуется в дифференциальное уравнение первого порядка с разделяющимися переменными. Показано, что период колебания зависит от начального угла отклонения маятника 
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 и определяется эллиптическим интегралом первого рода. Численное интегрирование выполнено по методам Гаусса и Ньютона - Котеса с точностью до 3 десятичных знаков. Из полученного решения как частный случай следуют результаты для классического математического маятника с постоянной длиной подвески (k = 0).

Расчеты проведены для углов отклонения маятника 
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 в диапазоне от 50 до 900 при отношении длин подвески в крайних точках и на оси симметрии траектории Lk/L0 от 0,5 до 10, что соответствует множителю в показателе степени экспоненты  –1
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При постоянной длине подвески (классический математический маятник) и увеличении начального угла 
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 с 100 до 400 и 600 период увеличивается в 1,035 и 1,073 раза, соответственно. Изменение длины подвески на 10% может привести к изменению периода колебания более чем в 2 раза, причем этот показатель возрастает с уменьшением начального угла отклонения маятника.

Предложено энергетическое объяснение выявленных зависимостей, связанных с изменением кинетической энергии за счет как длины подвески, так и угловой скорости. 

Введение

Колебания представляют собой разновидность движения материальных тел (частиц) с циклически повторяющимися параметрами. Различные виды колебаний характерны для явлений природы как в микромире, так и для космических масштабов. В связи с их особой ролью в процессах передачи энергии, взаимодействия и деформации тел, а также разрушений, теория колебаний составляет большой самостоятельный раздел механики. Изучение их основных закономерностей имеет большое практическое значение, так как колебания могут возникать в любых механических системах: в фундаментах, станках, инструментальных системах и пр. Выбор привода и жесткости элементов конструкций должен производиться так, чтобы исключить возможность возникновения резонансных явлений, когда период «собственных колебаний» совпадает с периодом внешних воздействий.

Несмотря на большое количество работ по теории колебаний, до сих пор недостаточно внимания уделено изучению факторов, которые могут влиять на период или амплитуду колебания, в частности физического или математического маятника.

В данной работе рассмотрены особенности колебаний математического маятника с изменяемой длиной подвески, которые могут быть использованы в измерительных и регулирующих системах технологических машин. Способы изменения длины подвески не конкретизируются и могут быть различными, например, за счет специального устройства на оси подвески или за счет перемещения массы по соединяющему её с осью подвески стержню. Рассмотренная математическая модель применима и для качения без трения цилиндрического или сферического тела по заданной поверхности. Основная задача работы сводилась к выяснению принципиальных возможностей изменения диапазона характеристик процесса, оценке эффективности управления процессом за счет переменной длины подвески или кривизны поверхности качения.

1. КОЛЕБАНИЯ В МАШИНОСТРОЕНИИ
1.1. Колебания в механизмах, сооружениях, системах

Колебания составляют большой самостоятельный раздел механики. Изучение их основных закономерностей имеет большое практическое значение, так как колебания могут возникать в любых механических системах: в фундаментах, станках, инструментальных системах и пр. Выбор привода и жесткости элементов конструкций должен производиться так, чтобы исключить возможность возникновения резонансных явлений, когда период «собственных колебаний» совпадает с периодом внешних воздействий.

Измерение частоты колебаний часто используют для характеристики работы механизмов. Изменение амплитуды и частоты колебаний возможно за счет применения различного рода демпферов, уравновешивателей и пр.

В измерительных приборах при всяком резком изменении измеряемой силы всегда возникали бы собственные колебания около нового положения равновесия. Если трение в приборе мало, то колебания эти затухали бы очень медленно. Приходилось бы долго ждать, пока прибор установится в новом положении и можно будет произвести отсчет. Поэтому в измерительных приборах обычно искусственно увеличивают затухание колебаний при помощи специальных демпферов – механических или электромагнитных. Простейшим является воздушный демпфер – легкий поршенек, соединенный с подвижной системой прибора и движущийся в трубочке (без трения о стенки, чтобы не было «застоя»). Сопротивлений это не должно быть очень большим, т.к. тогда оно очень замедлит движение системы к новому положению равновесия. Наивыгоднейшим является такое сопротивление, при котором подвижная система без колебаний, но наиболее быстро приближается к новому положению равновесия.

Во многих колебательных приборах наряду с трением, пропорциональным скорости, присутствует и сухое трение (например, в измерительных приборах на подшипниках). Пока колебания велики, преобладают потери, обусловленные трением, пропорциональным скорости (т.к. они пропорциональны квадрату амплитуд), и затухание происходит примерно по показательному закону. Когда амплитуды уменьшаются, начинают преобладать потери, обусловленные постоянным трением, и дальнейшее затухание происходит примерно по закону арифметической прогрессии.

В технике широко применяются электромеханические автоколебательные системы, в которых колебания совершает механическая система, а поступление энергии регулируется специальным электрическим устройством. Таков, например, электрический звонок. К подобным же автоколебательным системам относятся и камертоны с электромагнитным возбуждением.

1.2. Теория колебаний и ее приложения

Общий признак всех колебательных движений состоит в том, что они представляют собой движения, многократно повторяющиеся или приблизительно повторяющиеся через определенные промежутки времени.

Самый характер движений определяет и те вопросы, которые нас главным образом интересуют при изучении колебаний. При изучении “обычных” неповторяющихся движений нас в большинстве случаев интересует положение, скорость и ускорение движущихся тел в тот или иной момент времени. При изучении колебательных движений нас, главным образом, интересует не состояние системы в данный момент времени, а признаки, характеризующие повторяемость движений:

1) закон, по которому повторяется движение;

2) время, через которое система снова приходит к тому же самому состоянию;

3) наибольшие отклонения, которых достигает движущееся тело, и т.д.

По всем этим признакам мы могли бы затем определить состояние системы в любой момент времени, но это обычно не представляет интереса. Для решения конкретных вопросов, с которыми приходится сталкиваться при изучении колебательных движений, обычно необходимо знать лишь самые признаки, характеризующие повторяемость движений. В этом и заключается специфическая черта задачи, которую мы ставим себе при изучении колебательных явлений.

1.2.1. Равновесие

В некоторых случаях равновесие трудно поддержать – попробуйте пройтись по натянутому канату. В то же время никто не награждает аплодисментами сидящего в кресле-качалке. А ведь он тоже поддерживает свое равновесие.

В чем же разница в этих двух примерах? В каком случае равновесие устанавливается «само собой»?

Условие равновесия как будто бы очевидно. Чтобы тело не смещалось из своего положения, действующие на него силы должны уравновешиваться; иными словами, сумма этих сил должна равняться нулю. Это условие действительно необходимо для равновесия тела, но достаточно ли оно?

На рис.1 изображен профиль горки, которую нетрудно соорудить из картона. Шарик будет вести себя по-разному в зависимости от того, на какое место горки его положить. В любой точке на склоне горы на шарик будет действовать сила, которая заставит его покатиться вниз. Этой действующей силой является сила тяжести, вернее, ее проекция на направление касательной линии к профилю горки, проведенной в точке, которая нас интересует. Понятно поэтому, что чем более пологий склон, тем меньше будет действующая на шарик сила.
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Рис.1

Нас, прежде всего, интересуют те точки, в которых сила тяжести полностью уравновешивается реакцией опоры, а значит результирующая сила, действующая на шарик, равна нулю. Это условие будет соблюдено на вершинах горки и в нижних точках – ложбинках. Касательные к этим точкам горизонтальны, и результирующие силы, действующие на шарик, равны нулю.

Однако на вершинах, несмотря на то, что результирующая сила равна нулю, шарик расположить не удастся, а если и удастся, то мы сразу обнаружим побочную причину этой удачи – трение. Небольшой толчок или легкое дуновение преодолеют силы трения, шарик стронется с места и покатится вниз.

Для гладкого шарика на гладкой горке положением равновесия будут только нижние точки ложбинок. Если толчком или струей воздуха вывести шарик из этого положения, шарик вернется в него сам по себе.

В ложбине, ямке, углублении тело, несомненно, находится в равновесии. Отклонившись от этого положения, тело попадает под действие силы, возвращающей его обратно. В положениях на вершинах горки картина другая: если тело отошло от этого положения, то на него действует не возвращающая, а «удаляющая» сила. Следовательно, результирующая сила, равная нулю, - необходимое, но не достаточное условие устойчивого равновесия.

Равновесие шарика на горке можно рассматривать и с другой точки зрения. Места ложбинок соответствуют минимумам, а места вершин – максимумам потенциальной энергии. Изменению положений, в которых потенциальная энергия минимальна, препятствует закон сохранения энергии. Такое изменение сделало бы кинетическую энергию отрицательной, а это невозможно. Совсем иначе обстоит дело в точках вершин. Уход из этих точек связан с уменьшением потенциальной энергии, а значит, не с уменьшением, а с увеличением кинетической энергии.

Итак, в положении равновесия потенциальная энергия должна иметь минимальное значение по сравнению с ее значениями в соседних точках. Чем глубже ямка, тем больше устойчивость. Закон сохранения энергии нам известен, поэтому можно сразу сказать, при каких условиях тело выкатится из углубления. Для этого нужно сообщить телу кинетическую энергию, которой хватило бы для поднятия его до борта ямки. Чем яма глубже, тем большая кинетическая энергия нужна для нарушения устойчивого равновесия.

1.2.2. Простые колебания

Если толкнуть шарик, лежащий в углублении, он начнет двигаться в гору, постепенно теряя кинетическую энергию. Когда она будет потеряна полностью, произойдет мгновенная остановка и начнется движение вниз. Теперь уже потенциальная энергия будет переходить в кинетическую. Шарик наберет скорость, проскочит положение равновесия по инерции и опять начнет подъем, только в противоположную сторону. Если трение незначительно, то такое движение «вверх – вниз» может продолжаться очень долго, а в идеальном случае – при отсутствии трения – оно будет длиться вечно.

Таким образом, движения вблизи положения устойчивого равновесия всегда имеют колебательный характер.

Для изучения колебания, пожалуй, более пригоден маятник, чем шарик, перекатывающийся в ямке. Хотя бы потому, что у маятника легче свести к минимуму трение.

Когда грузик маятника отклонен в крайнее положение, скорость и кинетическая энергия его равны нулю. Потенциальная энергия в этот момент наибольшая. Грузик идет вниз – потенциальная энергия уменьшается и переходит в кинетическую. Значит и скорость движения возрастает. Когда грузик проходит наинизшее положение, его потенциальная энергия наименьшая и соответственно кинетическая энергия и скорость максимальны. При дальнейшем движении грузик снова поднимается. Теперь скорость убывает, потенциальная энергия возрастает.

Если отвлечься от потерь на трение, то грузик отклонится на такое же расстояние вправо, на какое он первоначально был отклонен влево. Потенциальная энергия перешла в кинетическую, а затем в том же количестве создалась «новая» потенциальная энергия. Мы описали первую половину одного колебания. Вторая половина протекает так же, только грузик движется в обратную сторону. 

Колебательное движение является движением повторяющимся, или, как говорят, периодическим. Возвращаясь к исходной точке, грузик каждый раз повторяет свое движение (если не учитывать изменений в результате трения) как в отношении пути, так и в отношении скорости и ускорения. Время, затрачиваемое на одно колебание, т.е. на возвращение в исходную точку, одинаково для первого, второго и всех последующих колебаний. Это время – одна из важнейших характеристик колебания – называется периодом, мы будем обозначать его буквой  Т.  Через время Т движение повторяется, т.е. через время Т мы всегда найдем колеблющееся тело в том же месте пространства и движущимся в ту же сторону. Через полпериода смещение тела, а также направление движения изменят знак. Так как период Т есть время одного колебания, то число n колебаний в единицу времени будет равно 1/ Т.

От чего же зависит период колебания тела, движущегося вблизи положения устойчивого равновесия? В частности, от чего зависит период колебания маятника? Первым поставил и решил этот вопрос Галилей. Формулу периода колебания маятника мы сейчас выведем.

Однако трудно элементарным путем применять законы механики к неравномерно-ускоренному движению. Поэтому, чтобы обойти эту трудность, заставим грузик маятника не колебаться в вертикальной плоскости, а описывать окружность, оставаясь все время на одной высоте. Такое движение создать нетрудно, надо лишь дать начальный толчок отведенному от положения равновесия маятнику точно в направлении, перпендикулярном к радиусу отклонения, и подобрать силу этого толчка.
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На рис.2 изображен такой «круговой маятник».

Грузик с массой m движется по кругу. Значит, кроме силы тяжести mg, на него действует центробежная сила mv2/r, которую мы можем представить и в виде 4(2n2rm. Здесь n – число оборотов в секунду. Поэтому выражение для центробежной силы можно записать  и так: m4(2r/T2 . Равнодействующая этих двух сил натягивает нить маятника. На рисунке заштрихованы два подобных треугольника – треугольники сил и расстояний. Отношения соответствующих катетов равны, значит 
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От каких же причин зависит период колебания маятника? Если мы производим опыты в одном и том же месте земного шара (g не меняется), то период колебания зависит лишь от разности высот точки подвеса и точки нахождения груза. Масса груза, как и всегда в поле тяжести, не сказывается на периоде колебания.

Интересно следующее обстоятельство. Мы изучаем движение вблизи положения устойчивого равновесия. При малых же отклонениях разность высот h мы можем заменить длиной маятника l. Легко проверить это. Если длина маятника 1м, а радиус отклонения 1см, то

h=
[image: image13.wmf]1
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Различие между h и l в 1% наступит лишь при отклонении в 14см. Т.о., период свободных колебаний маятника для не  слишком больших отклонений от положения равновесия равен

T=2(
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т.е. зависит лишь от длины маятника и значения ускорения силы тяжести в том месте, где производится опыт, но не зависит от величины отклонения маятника от положения равновесия.

Формула T=2(
[image: image15.wmf]g
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 доказана для кругового маятника; а какова же она будет для обыкновенного «плоского»? Оказывается, формула сохраняет свой вид. Доказывать это строго мы не будем, но обратим внимание на то, что тень грузика, отбрасываемая на стену круговым маятником, колеблется почти так же, как плоский маятник: тень совершает одно колебание как раз за то время, пока шарик опишет окружность.

Использование малых колебаний около положения равновесия позволяет произвести измерение времени с очень большой точностью.

Согласно преданию, Галилей установил независимость периода колебания маятника от амплитуды и массы, наблюдая во время богослужения в соборе за тем, как раскачиваются две огромные люстры.

Итак, период колебания маятника пропорционален корню квадратному из его длины. Так, период колебания метрового маятника в два раза больше периода колебания маятника длиной 25см. Из формулы периода колебания маятника далее следует, что один и тот же маятник будет колебаться не одинаково быстро на разных земных широтах. По мере продвижения к экватору ускорение силы тяжести уменьшается, и период колебания растет.

 Период колебания можно измерить с очень большой точностью. Поэтому опыты с маятниками дают возможность очень точно измерять ускорение силы тяжести.

1.2.3. Развертка колебаний
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Прикрепим к нижней части грузика маятника мягкий грифелек и повесим маятник над листом бумаги так, чтобы грифель касался бумаги (рис. 3). Теперь слегка отклоним маятник. Качающийся грифелек прочертит на бумаге небольшой отрезок прямой линии. В середине качания, когда маятник проходит положение равновесия, карандашная линия будет пожирнее, т.к. в этом положении грифелек сильнее нажимает на бумагу. Если потянуть лист бумаги в направлении, перпендикулярном к плоскости колебания, то прочертится кривая, изображенная на рис.3. Нетрудно сообразить, что получившиеся волночки будут расположены густо, если бумагу тянуть медленно, и редко, если лист бумаги движется со значительной скоростью. Чтобы кривая получилась аккуратной, как на рисунке, нужно, чтобы лист бумаги двигался строго равномерно.

Этим способом мы как бы «развернули» колебания.

Развертывание нужно для того, чтобы сказать, где находился и куда двигался грузик маятника в тот или иной момент времени. Представьте себе, что бумага движется со скоростью 1см/сек с момента, когда маятник находился в крайнем положении, например, слева, от средней точки. На нашем графике это начальное положение соответствует точке, помеченной цифрой 1. Через ¼ периода маятник будет проходить через среднюю точку. За это время бумага продвинется на число сантиметров, равное  
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Т - точка 2 на рисунке. Теперь маятник движется вправо, одновременно ползет и бумага. Когда маятник придет в правое крайнее положение, бумага продвинется на число сантиметров, равное 
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Т, - точка 3 на рисунке. Маятник вновь идет к средней точке и попадает через 
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Т в положение равновесия – точка 4 на чертеже. Точка 5 завершает полное колебание, и дольше явление повторяется через каждые Т секунд или через каждые Т сантиметров на графике.

Т.о., вертикальная линия на графике – это шкала смещений точки от положения равновесия, горизонтальная средняя линия – это шкала времени.

Из такого графика легко находятся две величины, исчерпывающим образом характеризующие колебание. Период определяется как расстояние между двумя равнозначными точками, например между двумя ближайшими вершинами. Также сразу измеряется наибольшее смещение точки от положения равновесия. Это смещение называется амплитудой колебания.

Развертка колебания позволяет нам, кроме того, ответить на поставленный выше вопрос: где находится колеблющаяся точка в тот или иной момент времени. Например, где будет колеблющаяся точка через 11сек, если период колебания равен 3сек, а движение началось в крайнем положении слева? Через каждые 3сек колебание начинается с той же точки. Значит, через 9сек тело также будет в крайнем левом положении.

Нет нужды, поэтому в графике, на котором кривая протянута на несколько периодов, - вполне достаточен чертеж, на котором изображена кривая, соответствующая одному колебанию. Состояние колеблющейся точки через 11сек при периоде 3сек будет такое же, как и через 2сек. Отложив на чертеже 2см (мы ведь условились, что скорость протягивания бумаги равна 1см/сек, иными словами, что масштаб чертежа – 1см равен 1сек), мы увидим, что через 11сек точка находится на пути из крайнего правого положения в положение равновесия. Величину смещения в этот момент находим из рисунка.

Для нахождения величины смещения точки, совершающей малые колебания около положения равновесия, не обязательно прибегать к графику. Теория показывает, что в этом случае кривая зависимости смещения от времени представляет собой синусоиду. Если смещение точки обозначить через y , амплитуду через a, период колебания через Т, то значение смещения через время t после начала колебания найдем по формуле 

y = a
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Колебание, происходящее по такому закону, называется гармоническим. Аргумент синуса равен произведению 2( на t/T. Величина 2(
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 называется фазой.

Имея под руками тригонометрические таблицы и зная период и амплитуду, легко вычислить величину смещения точки и по значению фазы сообразить, в какую сторону точка движется.

Нетрудно вывести формулу колебательного движения, рассматривая движение тени, отбрасываемой на стенку грузиком, движущимся по окружности.

Смещения тени мы будем откладывать от среднего положения. В крайних положениях смещение y равняется радиусу круга a. Это амплитуда колебания тени.

Если от среднего положения грузик прошел по окружности угол (, то его тень (рис.4) отойдет от средней точки на величину asin(.

Пусть период движения грузика (являющийся, конечно, и периодом колебания тени) есть Т; это значит, что 2( радиан грузик проходит за время Т. Можно составить пропорцию 
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Тогда ( = 
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и y = asin
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, это мы и хотели доказать.

Скорость колеблющейся точки также меняется по закону синуса. К такому заключению нас приведет то же рассуждение  о движении тени грузика, описывающего окружность. Скорость этого грузика есть вектор неизменной длины v0. Вектор скорости вращается вместе с грузиком. Представим мысленно вектор скорости как материальную стрелку, способную отбрасывать тень. В крайних положениях грузика вектор расположится вдоль луча света и тени не даст. Когда грузик от крайнего положения пройдет по окружности угол (, то вектор скорости повернется на тот же угол и его проекция будет равна v0sin( . Но по тем же основаниям, что и раньше, 
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, а значит, мгновенное значение скорости колеблющегося тела

v=v0sin
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Обратим внимание на то, что в формуле для определения величины смещения отсчет времени ведется от среднего положения, а в формуле скорости – от крайнего положения. Смещение маятника равно нулю при среднем положении грузика, а скорость колебания – при крайнем положении. 

Между амплитудой скорости колебания v0 (иногда говорят – амплитудным значением скорости) и амплитудой смещения имеется простая связь: окружность длиной 2(a грузик описывает за время, равное периоду колебания Т. Т.о., v0 =
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1.3. Актуальные проблемы в теории и использовании колебаний.

Теория колебаний охватывает различные явления: механические, оптические, акустические, электрические.

При крайне разнородном физическом содержании предмета исследования теория колебаний обладает, как отмечал Л.И. Мандельштам [1, стр. 429], единством метода или подхода к изучению своего предмета, что связано с общностью формы изучаемых закономерностей. “Общность колебательных процессов, их разнообразие и в то же время их специфическое своеобразие играют существенную роль в установлении внутренних связей между весьма разнородными, на первый взгляд, явлениями” [2, стр. 178].

Различные колебательные процессы: автоколебания в системах регулирования, электромагнитные колебания в радиотехнике, вибрации в машинах, звуковые колебания – объединяются методами математической физики в одно учение о колебаниях, которое, в его современном состоянии, пользуется методами механики и может быть изложено на основе ее представлений.

Рассмотрим некоторые актуальные проблемы в теории и использовании колебаний.

1. Создание быстроходных силовых установок обусловило необходимость разработки более точных методов расчета на прочность с учетом явлений, возникающих в процессе колебаний установок, деталей и т.д. В связи с этим перед исследователями в области теории колебаний возникла задача изучения нестационарных процессов в колебательных системах. Эта задача подлежит разрешению при рассмотрении неустановившегося режима, в частности, при прохождении через резонанс, при исследовании колебаний в системах с переменной массой и жидкостью, при изучении вопросов модуляции колебаний высокой частоты колебаниями более низкой частоты, неустановившихся волновых процессов и т.д.

Нестационарные процессы в линейных системах с периодически меняющимися параметрами изучались в работах 1934 – 1935 гг. С помощью метода Ван-дер-Поля [3, 4].

В линейной трактовке нестационарные процессы в колебательных системах, находящихся под действием внешних сил с переменной частотой, рассматривались в основном для случая системы с одной степенью свободы (см. [5 – 7 и ряд других]).

С ростом числа степеней свободы колебательной системы аналитические и вычислительные трудности резко увеличиваются. Однако в реальных системах из-за наличия внутреннего и внешнего трения свободные колебания быстро затухают, а воздействие внешних возбуждений часто приводит к установлению колебаний основного тона либо колебаний другой, но одной определенной частоты. Поэтому большое значение имеет разработка методов, позволяющих определить для сложной колебательной системы такой одночастотный режим.

2. В развитии теории нелинейных колебаний, которое сначала определялось главным образом запросами электроники, новая тенденция наметилась с возникновением задач в области теории автоматического регулирования. Большой интерес приобрело изучение сильно нелинейных систем, в которых автоколебания, если они существуют, существенно несинусоидальны, а также исследование релаксационных колебательных процессов, т. е. колебательных систем, в которых период собственных колебаний определяется в основном “временем релаксации” – временем установления равновесного состояния.

Разрывные, или релаксационные, колебания возникают в системах, в которых происходит медленное накопление энергии с последующей быстрой, мгновенной разрядкой, наступающей тогда, когда достигнут определенный потенциальный уровень.

В развитии теории нелинейных колебаний, которое происходило в тесном взаимодействии с технической практикой и с экспериментом, можно проследить такие этапы, когда из анализа разрозненных и, казалось бы, несвязанных между собой факторов выдвигались новые постановки задач, складывались новые, более общие представления, в которых разрозненные прежде факты становились неотъемлемыми звеньями единой закономерности, а прежние представления теории выглядели как частные случаи новых представлений. Одним из примеров этого может послужить разработка проблемы взаимодействия колебательных систем с источниками энергии.

В физике и технике уже издавна накапливались факты необычного поведения систем, весьма близких к линейным колебательным системам, при возбуждении в них вынужденных колебаний. Действительными причинами “необычного” поведения колебательных систем оказались процессы динамического взаимодействия между колебательной системой и источником энергии, которые особенно активны в условиях, когда источник энергии имеет малый запас мощности, в связи с чем режим работы источника энергии оказывается зависящим от режима движения колебательной системы.

Для разработки теории процессов взаимодействия колебательных систем с источниками энергии потребовалось сформулировать и обследовать специфический класс задач теории колебаний, в котором уравнения каждой колебательной системы дополняются уравнением источника энергии. Специфика задач этого класса проявляется также в том, что изучаемые системы автономны и содержат квазициклические координаты.

Новый отдел теории колебаний создается в последние годы в связи с проникновением в нее вероятностных методов. Например, при расчете основных характеристик колебательных систем (частот, амплитуд) по значениям параметров, определяющих физическую структуру системы (жесткость, массу и т. п.), и по начальным условиям в ряде случаев надо учитывать разброс таких данных и рассматривать их как случайные величины. В такой общей постановке перед нами проблема определения поведения динамической системы со случайными параметрами при случайных начальных условиях и случайных возмущениях. Искомыми данными являются при этом распределения, т. е. плотности вероятностей координат динамической системы. Применительно к тем или иным задачам теории колебаний, например в проблеме вычисления периодического режима, постановку вопроса можно конкретизировать как исследование схемы, “поддающейся” средствам современной математики и вычислительной техники.

Этот раздел теории колебаний находится в начальной стадии формирования, но несомненно он будет развиваться ускоренными темпами (см. обзорный доклад [8]).

3. Указанные выше результаты теории колебаний и их применение к исследованию работы различных технических устройств послужили основой для развития общего учения о синхронизации колебательных систем. Этот раздел механики смыкается и с теорией колебаний, и с динамикой машин, и, возможно, с бионикой. На явление синхронизации обратил внимание еще Гюйгенс: он заметил, что двое маятниковых часов разного хода, прикрепленных к одной и той же легкой балке, настраивались на одну частоту колебаний. В конце XIX и начале XX в. явление синхронизации было обнаружено в акустических, электроакустических и электродинамических систем, в электрических цепях, в различных механических устройствах. Вслед за этим синхронизация нашла технические приложения, которые непрерывно расширяются, - отсюда связь с динамикой машин. По мнению Норберта Винера, и в биологических процессах, имеющих характер самоорганизации и самовоспроизведения, многое объясняется синхронизацией.

“Важнейшими примерами задач о синхронизации являются:

а) Получение условий синхронизации и надлежащей фазировки механических вибраторов – одна из основных проблем, возникающих при разработке современных вибрационных машин (грохотов, конвейеров, дробилок, мельниц и др.).

б) Исследование условий устойчивости параллельной работы нескольких электрических генераторов на общую нагрузку...

в) Получение условий синхронизации и определенной фазировки автоколебаний, возбуждающихся в нескольких ламповых генераторах.

К этому же классу задач приводится исследование особенностей движения вращающихся гибких валов с неуравновешенными дисками; анализ динамики специальных автоматических балансиров для компенсации неуравновешенности быстро вращающихся роторов; изучение поведения нескольких неуравновешенных машин, установленных на общем фундаменте или на связанных между собой опорных сооружениях; исследование принципов работы ряда акустических приборов... (Вообще), всюду, где имеются колебательные процессы, рано или поздно возникает задача о синхронизации” [9, стр. 194].

4. Теория колебаний смыкается с динамикой машин и при исследовании механизмов с упругими связями. Во многих случаях, например при креплении различных приборов на транспортных машинах, применяются амортизаторы, рабочим элементом которых являются пружины или другие элементы аналогичного типа. Накладываемые таким образом упругие связи не изменяют числа степеней свободы механизма (если не учитываются массы пружин), однако они придают колебательный характер всей системе, и благодаря их наличию в системе из-за неизбежных побочных воздействий (толчков, ударов) могут возникать вибрационные режимы. Вследствие этого статистический расчет должен быть заменен динамическим, цель которого дать средства для того, чтобы ослабить колебания.

С другой стороны, теория упоминавшихся выше устройств (вибротранспортеры, виброуплотнители и т.д.), для которых вибрационный режим работы является целевым, во многих случаях ставит задачи, аналогичные тем, которые надо решать при расчете механизмов с упругими свойствами для их виброзащиты. В этих сложных технических проблемах вследствие большого числа подлежащих учету факторов нельзя обойтись средствами современной теории колебаний и динамики машин. Экспериментальные исследования во многих случаях необходимы. Однако столь же необходимы теоретические схемы-модели, поддающиеся расчету и улавливающие существенные стороны явлений. Например, для виброударных систем с одной степенью свободы используется модель математического маятника, ударяющегося в ходе своих колебаний о стенку, - ограничитель колебаний (при тех или иных допущениях относительно характера удара).

При расчете рабочих режимов виброударных систем и при исследовании устойчивости этих режимов широко используются методы нелинейной теории колебаний.

Проблема динамического синтеза стоит на первом плане при расчете виброзащитных систем. Для таких систем целесообразный подбор параметров должен свести к минимуму вредное влияние вибрационных воздействий. И в этой области происходит переход от линейной трактовки вопросов к нелинейной. Правда, “методы линейной теории широко применяются в настоящее время при исследовании и проектировании виброзащитных систем. Вместе с тем в последнее время все в большей степени стала проявляться ограниченность линейной теории, ее непригодность для объяснения ряда явлений, возникающих в виброзащитных системах”[10, стр. 6].

Настоящая глава не исчерпывает многообразные приложения теории колебаний, но указанные здесь приложения, вероятно, достаточны, чтобы показать перспективность и прогрессивность методов этой теории. 

2. ОБЗОР ТЕОРЕТИЧЕСКИХ МЕТОДОВ АНАЛИЗА КОЛЕБАНИЙ.
Маятниками в общем случае называют твердые тела, совершающие периодические колебания, например, вокруг неподвижной оси или точки. Такое движение сопровождается переходом кинетической энергии движения в один из видов (или оба вместе) потенциальной энергии положения или состояния (упругой деформации). Существует целый ряд различных типов маятников: пружинный, циклоидальный, крутильный и др. Свойства маятников широко используются в различных приборах, в том числе для определения времени, ускорения свободного падения, геометрических характеристик твердых тел и т.д.

Маятники можно рассматривать как изолированные системы. Решения для них известны и подробно рассмотрены в учебной литературе [1–4]. Обычно их относят к типовым задачам механики. Излагаемая ниже методика не предусматривает использование понятия сил, но по существу не отличается от классической, так как уравнения для общего изменения энергии фактически совпадают с дифференциальными уравнениями для соответствующих видов (вращательного или поступательного) движения.

2.1. Математический маятник.

Примером замкнутой системы с кинематическими связями могут быть плоские колебания математического маятника. Предполагается, что сосредоточенная в точке масса m подвешена на невесомой нерастяжимой нити длиной L и совершает движение по дуге окружности, т. е. имеет только одну степень свободы. Для простоты описания совместим начало координат с точкой подвеса (осью маятника), ось x направим к центру Земли, ось z – горизонтально в плоскости колебания (маятника). При начальных координатах (α, β, γ) текущие координаты в любой момент времени удобно определить через изменение угла φ между осью x и направлением нити.
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а скорости и ускорения – через начальные и текущие координаты, а также угловые скорости и ускорения
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Область определения переменных Лагранжа и Эйлера в этих уравнениях может включать массу m и частицы нерастяжимой нити. Точечная масса m совершает движение по дуге окружности с радиусом L
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при этом
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При неизменной длине нити L кинетическая энергия маятника зависит только от угловой скорости
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и ее изменение за бесконечно малый промежуток времени составляет
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Изменение положения массы приводит к изменению потенциальной энергии
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Знак в правой части (изменение потенциальной энергии) зависит от выбора направления осей координат. В рассматриваемом случае положительные перемещения (dx>0) массы соответствуют уменьшению ее потенциальной энергии и поэтому принят знак “минус”.

Так как другие виды энергии в данном движении не участвуют (сопротивлением среды пренебрегаем), из уравнения (), которое приводится к виду
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получаем дифференциальное уравнение колебаний математического маятника
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Различные варианты его решения рассмотрены в работах [1-4]. При малых углах, когда sinφ≈φ,
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и решение можно записать в виде
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Для определения двух констант интегрирования С
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 необходимы два условия. Если принять в качестве исходного вертикальное положение маятника, когда угол между осью x и направлением нити равен нулю, тогда его необходимо дополнить, например условием для скоростей 
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 или положением маятника в любой другой момент времени. Более удобными являются начальные условия для одного из крайних положений маятника, когда угловая скорость обращается в ноль: при t=0: φ=φ
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=0. В этом случае решение соответствует периодическим колебаниям
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где 
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2.2. Физический маятник

Физическим маятником называют абсолютно твердое тело, совершающее под действием собственного веса плоские колебания вокруг неподвижной горизонтальной оси.

Если ось вращения проходит через центр масс, тогда равномерное вращение не приводит к изменению кинетической энергии движения и потенциальной энергии положения тела. При отсутствии трения и сопротивления воздуха вращение может продолжаться неограниченно, как и прямолинейное движение тела по прямой (на горизонтальной плоскости) с постоянной скоростью. Поэтому при анализе колебаний физического маятника дополнительно предполагается, что ось вращения не проходит через центр масс С.

Как и в предыдущем случае, совместим начало координат с осью вращения маятника, ось x направим к центру Земли, ось z – горизонтально. Маятник имеет одну степень свободы – угол φ между осью x и плоскостью, проходящей через ось вращения и центр масс. Уравнения для текущих координат, скоростей и ускорений при повороте маятника на угол Δφ совпадают с уравнениями (2.1) для математического маятника. В частности, частица с начальными координатами α и γ займет положение
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и будет двигаться с компонентами скорости
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Область определения переменных Лагранжа соответствует некоторому объему, в котором распределена масса маятника m. Кинетическая энергия вращательного движения
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зависит от осевого момента масс 2-го порядка J
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 относительно оси вращения, который в свою очередь зависит от положения центра масс С относительно этой оси
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Изменение потенциальной энергии за счет смещения частиц по оси x составляет


[image: image62.wmf]dt

z

gm

dt

x

gm

gmdx

dE

C

t

C

t

p

j

=

-

=

=

)

(

.              (2.14)

Суммарные изменения энергии за бесконечно малый интервал времени должны отсутствовать, тогда
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Получаем дифференциальное уравнение второго порядка вида
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решение которого подобно приведенному выше (2.8). При начальных условиях
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Решение отличается от приведенного для математического маятника (2.9) лишь периодом колебаний
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Уравнение (2.18) преобразуется к виду (2.9), если принять значения
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соответствующее массе, сосредоточенной в точке на расстоянии L от оси вращения.

Если маятник изготовлен в виде рейки единичной толщины, шириной 2h и длиной L=L
[image: image71.wmf]1

+L
[image: image72.wmf]2

, где L
[image: image73.wmf]1

 и L
[image: image74.wmf]2

 – длины частей рейки от торцов до точки подвеса (L
[image: image75.wmf]1

>L
[image: image76.wmf]2

), тогда


[image: image77.wmf][

]

)

(

3

2

2

1

2

3

2

3

1

0

0

L

L

h

L

L

h

J

+

+

+

=

r

;


[image: image78.wmf]2

2

1

L

L

L

C

-

=

; 
[image: image79.wmf])

(

2

2

1

0

L

L

h

m

+

=

r

.                    (2.20)

Погрешность приведенного решения зависят не только от сопротивления среды и трения на поверхности оси, но и точности определения геометрических и инерционных характеристик маятника. Для сложных конструкций именно это решение нередко используют для экспериментального определения моментов масс J
[image: image80.wmf]О

 или J
[image: image81.wmf]С

.

2.3. Составные плоские и пространственные маятники
2.3.1. Двойной плоский маятник

Двойной плоский маятник состоит из двух шарнирно соединенных недеформируемых твердых тел, например стержней OA и AB, каждый из которых можно характеризовать положением центра масс С
[image: image82.wmf]i

, массой m
[image: image83.wmf]i

 и осевым моментом масс второго порядка 
[image: image84.wmf]Ci

J

. Точку подвеса совместим с началом координат системы отсчета наблюдателя (точка О). Ось “x” направим вертикально вниз, ось “y” – горизонтально. При таком расположении осей область определения координат частиц, расположенных на прямых ОА и АВ, при колебании маятника в полуплоскости x ≥ 0 определяется неравенствами
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где 
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 - расстояние между осями шарниров, L
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 - длина второго стержня АВ.

Уравнения движения для частиц звена 1 аналогичны приведенным в (2.1)


[image: image90.wmf]j

b

j

a

D

-

L

=

sin

cos

x

; 
[image: image91.wmf]j

b

j

a

D

+

L

=

cos

sin

y

.              (2.22)

Уравнения для компонент скорости и ускорения запишем через координаты, угловые скорости (t и ускорения (tt частиц
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Частицы звена 2 вращаются относительно подвижной точки А, ее начальные ((А, (А) и текущие (xА, yА) координаты входят в уравнения для координат
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компонент скорости и ускорения
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где (t и (tt – угловые скорости и ускорения звена 2.

Изменение положения центров масс звеньев С1 и С2 и их скорости определяют потенциальную Еpi и кинетическую Еki энергию тел
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где m1, m2, JC1, JC2 – соответственно массы и центральные осевые моменты масс звеньев 1 и 2.

В соответствии с законом движения 
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 суммарное изменение во времени кинетической и потенциальной энергии должно обращаться в ноль


[image: image107.wmf]-

+

+

+

+

+

=

+

2

2

2

1

1

1

)

(

)

(

{

C

tt

t

C

tt

t

tt

t

C

tt

t

C

tt

t

tt

t

p

k

J

y

y

x

x

m

J

y

y

x

x

m

dE

dE

y

y

j

j

 


[image: image108.wmf]0

]}

)

(

)

(

[

2

2

1

1

=

+

-

dt

x

m

x

m

g

C

t

C

t

.                                        (2.27)

Как и для физического маятника, положительные скорости xt центров масс соответствуют уменьшению потенциальной энергии и поэтому перед квадратной скобкой принят знак “минус”.

Рассматриваемая механическая система имеет две степени свободы, в качестве которых удобно принять угловые координаты φ и ψ линий ОА и АВ. Приравнивая нулю множители при приращениях (угловых) обобщенных координат dφ и dψ, получим систему линейных (относительно вторых производных φ
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 и ψ
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) уравнений
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коэффициенты которых определяются по соотношениям
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Таким образом, как и следует из основного постулата механики [1-4], угловые, а следовательно и линейные, ускорения центров масс или любых других частиц звеньев 1 и 2 рассматриваемого маятника зависят только от положения частиц, а также их скоростей и определяются по уравнениям
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Дальнейшее аналитическое решение возможно лишь для простейших условий и конструктивных особенностей маятника. В частности, для математического маятника центр масс первого звена совпадает с точкой А, масса второго звена m
[image: image120.wmf]2

 и центральные моменты масс JC1, JC2, обращаются в ноль. В этом случае 
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 и решение (2.28) преобразуется к виду (2.6).

В общем случае решение может быть получено численным способом, при этом дифференциальные уравнения заменяются их разностными эквивалентами, а процесс движения разбивается на отдельные этапы, на которых приращения функций являются малыми по сравнению с их фактическими значениями. В рассматриваемой задаче как угловые координаты (φ, ψ), так и их скорости (φ
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, ψ
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) могут принимать нулевые значения. Поэтому приращение времени Δt следует выбирать по принятому достаточно малому изменению фактических значений углов φ вблизи крайних точек траектории точки А и по заданному приращению скорости φ
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 при прохождении точки А через ось “x”.

В частности, если заданы начальные угловые координаты φ
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, ψ
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 и угловые скорости φ
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, тогда решение сводится к следующему алгоритму: по уравнениям (2.23) и (2.25) находим скорости точки А и центров масс, а затем, по уравнениям (2.28)–(2.30), угловые ускорения (φ
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Для повышения точности расчетов целесообразно вычислять угловые скорости и координаты в конце первого этапа по уравнениям
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а на всех последующих этапах по уравнениям
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Если систему дополнить внешними механическими воздействиями, приведенными к обобщенным силам F
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 в точке Р2 для второго звена, тогда уравнение (2.27) должно быть дополнено работой внешних сил


[image: image143.wmf]2

2

2

2

1

1

1

1

P

y

P

x

P

y

P

x

dy

F

dx

F

dy

F

dx

F

dA

+

+

+

=

                      (2.32)

Принимая во внимание
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первые части уравнений (2.28) приобретают дополнительные слагаемые
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которые должны учитываться при решении практических задач.

В частном случае, для определения положения устойчивого равновесия системы, нагруженной в точке В горизонтальной силой F, с учетом 
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В последних двух коэффициентах учтено, что угловые скорости обоих звеньев в рассматриваемом случае отсутствуют, т. е. 
[image: image154.wmf]0

=

=

t

t

y

j

. Должны отсутствовать и угловые ускорения, т. е. числители правых частей уравнений (2.30) должны обращаться в 0 при 
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. Устойчивому положению равновесия соответствуют углы
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что совпадает с результатом, получаемым другими методами решения аналогичных задач.

2.3.2. Двойной пространственный маятник

Пространственным будем называть маятник, когда оси вращения звеньев не параллельны и изменяются все три координаты частиц второго звена. Ниже рассмотрен случай, когда оси ортогональны: звено 1 совершает колебательные движения в плоскости xOz, а звено 2 – в плоскости xOy. Такой характер движения может быть получен, в частности, за счет карданного подвеса второго стержня (вместо обычного шарнира для двойного плоского маятника).

Как и в предыдущем случае (см. разд. “Двойной плоский маятник”) точку подвеса (точка О) совместим с началом координат. Ось “x” направим вертикально вниз, оси “y” и “z” – горизонтально, чтобы они образовали правую систему координат. При таком расположении осей область определения текущих координат частиц (Эйлера) при колебании стержней ОА и АВ в полупространстве x≥0 определяется неравенствами
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где использованы обозначения как в разд. “Двойной плоский маятник”: L
[image: image161.wmf]1

 - расстояние между осями шарниров или длина первого стержня, L
[image: image162.wmf]2

 - длина второго стержня.

Уравнения движения для частиц звена 1 отличаются от (6.22) обозначением осей и обязательным для пространственного описания третьим уравнением


[image: image163.wmf]j

g

j

a

D

-

D

=

sin

cos

x

; 
[image: image164.wmf]b

=

y

;


[image: image165.wmf]j

g

j

a

D

+

D

=

cos

sin

z

.                          (2.35)

Стержни предполагаются недеформируемыми, во времени изменяется только угол φ, компоненты скорости и ускорения изменяются в соответствии с уравнениями
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Уравнения для текущих координат частиц звена 2, которое вращается относительно подвижной оси, параллельной оси “z” и проходящей через точку А, совпадают по форме с уравнениями (2.24)
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где ψ – угол отклонения прямой АВ от направления оси “x”. Однако для компонент скорости и ускорения с учетом (2.35), в отличие от (2.25), получаем
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где (t и (tt – угловые скорости и ускорения звена 2.

Обозначая положения центров масс звеньев С
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где m1, m2 – массы звеньев 1 и 2, JC1 – осевой момент массы звена 1 относительно оси, проходящей через центр массы С
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Как и в предыдущем случае, положительные скорости x
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Приравнивая нулю коэффициенты при приращениях угловых перемещений dφ и dψ, получаем аналогичную (2.28) систему линейных относительно вторых производных φ
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из которых следует
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но коэффициенты определяются по соотношениям
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В частном случае при 
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 решение совпадает с полученным в предыдущем разделе при 
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, когда оба маятника преобразуются в физический маятник, вращающийся вокруг оси “z” (см. разд. 2.2).

2.4. Силовые и энергетические подходы к анализу колебаний.

Так как в механике традиционно предпочтительным является силовой подход, общим для всех известных решений является исходное дифференциальное уравнение второго порядка (по закону Ньютона сила пропорциональна ускорению)
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где L - длина подвески, g - ускорение свободного падения, 
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решением которого является функция
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где 
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, а константы интегрирования С1 и С2 определяются из начальных условий.

Силовой подход для анализа движения маятника с переменной длиной подвески не применялся, вероятно, в связи трудностями определения дополнительно возникающих сил.

Наиболее существенное отличие в методике, используемой в данной работе, состоит в том, что вместо силового «условия равновесия» в качестве основного уравнения принято условие постоянства энергии. При этом изменение кинетической и потенциальной энергии массы математического маятника определено через уравнения его движения в форме Лагранжа без ограничения на постоянство длины подвески [16].

Описание движения в форме Лагранжа позволяет находить любые параметры частиц с учетом истории происходящих в них изменений, включая мсторию деформирования, что необходимо для учета упрочнения, определения интегральных по времени характеристик, таких как пройденный частицей путь, накопленная деформация и пр.

Очевидные преимущества переменных Лагранжа связаны, прежде всего, с естественной необходимостью формулировки физических закономерностей для их материальных носителей-частиц, а не абстрактных точек пространства наблюдателя.

Переход к описанию движения в форме Лагранжа позволяет сформулировать достаточно простой принцип суперпозиции, в соответствии с которым уравнения совмещенного движения можно получить, заменяя переменные Лагранжа в наложенном (переносном) движении на переменные Эйлера вложенного (относительного) движения.

Не менее важен этот принцип и для механики абсолютно твердых тел. Описание движения в переменных Лагранжа позволяет перейти от графических к аналитическим методам кинематического и динамического анализа шарнирно-рычажных и других типов механизмов, выявлению общих закономерностей движения маятниковых и других изолированных механических систем [16].
3. Теоретический анализ колебаний маятника с переменной длиной подвески

3.1. Исходные уравнения

Как показано в разделах 1 и 2, колебания играют существенную роль, как в природе, так и в различных областях деятельности человека, в частности в машиностроении. Изучению колебаний посвящено множество работ, в том числе самых выдающихся механиков, таких как Л. Эйлер, Ж. Лагранж, И. Бернулли, Ж. Даламбер, П. Лаплас, С. Пуассон и др. [11-17, 26]

Вместе с тем, многие вопросы, относящиеся к колебаниям, остаются до сих пор не до конца ясными. При этом наибольший практический интерес представляют явления, связанные с резонансом. Для их изучения представляется целесообразным рассмотреть не только свободные колебания материальных тел, но и колебания системы тел с подвижными (управляемыми) массами.

В качестве простейшего примера такой системы можно привести обычные качели, одна из масс которого («лодка») движется по дуге окружности, а вторая – находящийся внутри «лодки» человек – движется по определенному закону, увеличивая или уменьшая амплитуду колебаний всей системы.

Как следует из анализа теоретических решений применительно к различным колеблющимся системам (см. разд. 2), в большинстве случаев их можно рассматривать как модификацию соотношений для классического математического маятника, считая, что масса тела сосредоточена в его центре масс.

Аналогичным образом и задачу о колебании двух связанных тел можно заменить эквивалентной задачей о колебании одной «приведенной» подвижной  массы, координаты которой совпадают с мгновенным центром масс «лодки» и человека.

Особо следует отметить, что аналитическое решение таких задач классическими методами с применением принципа Даламбера или «общего уравнения динамики» связано с большими трудностями, так как характер изменения сил, под действием которых происходит движение подвижной массы, заранее может быть неизвестен.

Более предпочтительно использовать энергетический подход, считая систему изолированной, без обмена энергией с внешней средой (трением в оси подвески и сопротивлением воздуха при этом, как и в классических решениях, пренебрегаем). Предполагается, что движение подвижной массы, например, человека относительно «лодки», происходит за счет внутренних источников энергии, принадлежащих рассматриваемой изолированной системе. Это может быть не только мускульная энергия человека, но и электрическая или пневматическая система, управляемая по специальной программе, в том числе по радиосигналу.

В таком случае закон сохранения энергии должен включать изменение кинетической и потенциальной энергии, а также изменение энергии внутреннего источника, по аналогии с упругой энергией в маятнике с пружиной или деформируемым стержнем [14-16 и др.]. Однако если внутренний источник энергии достаточно велик, тогда его изменением можно пренебречь и ограничиться только первыми двумя видами энергии. С другой стороны, можно предположить, что энергия на перемещение массы вдоль радиуса или стержня, используемого для подвески маятника, достаточно мала по сравнению с изменением других видов энергии. Применительно к упругой энергии такая гипотеза эквивалентна предположению либо о бесконечно малой жесткости включенного в систему упругого элемента, либо о бесконечно малой массе стержня по сравнению с закрепленной на его конце массой маятника.

3.2. Общее уравнение динамики.


Пусть траектория  движения точечной массы задана уравнениями
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где расстояние до оси подвески L является функцией угла 
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 – функцией времени 
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. Предполагается, что начало координат совпадает с осью подвески маятника, ось «х» направлена к центру Земли.

Компоненты скорости и ускорения в декартовой системе координат определяют первые и вторые производные по времени
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Для определения радиальных и тангенциальных компонент воспользуемся стандартными соотношениями преобразования координат
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Модуль векторов скорости  и ускорения может быть вычислен через декартовы или полярные их координаты
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Условия равновесия в радиальном и тангенциальном направлениях
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с учетом инерционных сил (принцип Даламбера) приводят к системе уравнений
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где  S - натяжение нити, или, с учетом ранее полученных уравнений для компонент ускорений,


[image: image232.wmf]0

cos

2

=

-

+

-

S

L

L

g

t

tt

j

j

, 
[image: image233.wmf]0

2

sin

=

+

+

t

t

tt

L

L

g

j

j

j

                    (3.1)

Система (3.1) дает частное решение по сравнению с общим уравнением динамики для материальной точки [14]
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которое для рассматриваемого случая принимает вид
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         (3.2)
Известно, что первым интегралом этого уравнения является закон сохранения энергии [11], который рассмотрен в следующем разделе.

3.3. Энергетический анализ процесса

Энергетический анализ процесса проведен по аналогии с работой [16], где рассмотрен вариант колебания математического маятника на упруго деформируемом прямолинейном стержне, для которого закон движения определяется энергетическим уравнением 
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где  
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- кинетическая энергия частиц упругого стержня, 
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 - энергия упругой деформации стержня, 
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 - изменение потенциальной энергии массы  m0 и стержня  L, соответственно. Составляющие энергии определяются уравнениями


[image: image242.wmf]01

2

2

1

]

)

[(

5

,

0

J

L

L

E

t

t

k

+

=

j

;


[image: image243.wmf]0

2

2

2

0

]

)

[(

5

,

0

m

L

L

L

E

k

t

t

k

+

=

j

;


[image: image244.wmf]2

1

)

1

(

5

,

0

-

=

D

x

EV

E

d

;


[image: image245.wmf])

cos

cos

(

0

0

0

j

j

L

L

g

m

E

k

p

-

=

D

;


[image: image246.wmf])

cos

cos

(

5

,

0

0

1

1

j

j

L

L

g

m

E

k

p

-

=

D

.
Как следует из приведенных выше уравнений, период колебаний системы с изменяемой длиной подвески зависит от соотношения масс стержня m1 и маятника m0, а также энергии 
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, затрачиваемой на изменение длины подвески Lk.
В дальнейшем при численном анализе процесса использовано предположение, что масса стержня мала по сравнению с изменением кинетической и потенциальной энергии маятника. В этом случае закон сохранения энергии принимает вид
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После дифференцирования по времени получаем
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что по существу совпадает с уравнение (3.2), при этом производная 
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 эквивалентна силе S в уравнении (3.2), обеспечивающей необходимое изменение энергии для заданного изменения длины подвески. 

Если дополнительно пренебречь величиной 
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(3.5)

Особо следует отметить, что все приведенные выше уравнения при постоянной длине подвески 
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 преобразуются к известным для классического математического маятника. В частности, уравнение (3.4) принимает вид
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Аналогичное уравнение получаем из системы (3.1) 
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При этом второе уравнение 
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 определяет натяжение нити (подвески).

3.4. Обоснование принятой зависимости длины подвески от угловой координаты

При использовании энергетического метода изменение длины подвески можно описать некоторой функцией, например
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где коэффициент  k  характеризует упругие свойства стержня.

Можно предложить множество других зависимостей. Каждая из них должна удовлетворять условию L=Lk при начальном значении угла 
[image: image258.wmf]0

j

j

=

, а также определять разумное увеличение (или сокращение) длины подвески на оси «х». Функция может быть как монотонной, так и немонотонной, симметричной или несимметричной относительно оси «х». В дальнейшем колебания предполагаются симметричными и анализ ограничен ¼ периода колебания при изменении  угла колебания в пределах 
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. Если это ограничение снять, тогда в правой части уравнения (а) вместо текущего значения угла следует поставить его модуль
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Траекторию маятника удобно характеризовать отношением длины подвески на оси «х» и в крайней точке траектории (L0/Lk). Если это отношение известно, тогда величину «k» можно найти из уравнения
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В последующих численных расчетах принята зависимость
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для которой коэффициент  также может быть определен по заданному изменению длины
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Траектории движения маятника для уравнений (а) и (б) при начальном угле отклонения маятника 600 и увеличении длины на оси «х» на 10% приведены на графиках и в таблицах ……. Они практически совпадают.

В дальнейшем при численных расчетах принята зависимость (б), которая удовлетворяет требуемым условиям и позволяет в достаточно широком диапазоне изменять отношение (L0/Lk).
3.5. Основные соотношения для угловой скорости и периода колебаний.

Наиболее существенное отличие в методике, используемой в данной работе, состоит в том, что вместо силового «условия равновесия» в качестве основного уравнения принято условие постоянства энергии. При этом изменение кинетической и потенциальной энергии массы математического маятника определено через уравнения его движения в форме Лагранжа без ограничения на постоянство длины подвески [16]. Так как скорость движения определяет первая производная от смещения по времени, получаем уравнение первого порядка
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Здесь предполагается, что в качестве начального принимается крайнее положение маятника с нулевым значением скорости.

Понижение порядка уравнения (3.6) по сравнению с дифференциальным уравнением второго порядка для классического математического маятника приводит к снижению математических трудностей его решения. Если уравнение (3.6) продифференцировать по времени и принять L = const, получим уравнение для классического математического маятника.

В работе рассмотрено решение для частного случая, когда изменение длины подвески описывается функцией 
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 и определяется эллиптическим интегралом первого рода
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что следует из предварительно получаемого
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Таким образом, период колебания математического маятника, как с постоянной, так и с переменной длиной подвески определяется эллиптическим интегралом первого рода.
4. Численное решение уравнений для угловой скорости и периода колебаний

4.1. Общие положения

Формулы для приближенного вычисления определенных интегралов применяются довольно часто. Дело в том, что для большого числа элементарных функций первообразные уже не выражаются через элементарные функции; в результате этого нельзя вычислить определенный интеграл с помощью формулы Ньютона – Лейбница. Встречаются также и случаи, когда приходится прибегать к формулам приближенного интегрирования даже для таких интегралов, которые могут быть найдены в конечном виде, но такое выражение оказывается слишком сложным.

 Особенно важны формулы численного интегрирования при решении задач, содержащих функции, заданные таблично.

Наиболее удобным способом получения различных формул приближенного интегрирования является применение рядов и интерполяционных формул. Ознакомимся с применением последних.

4.1.1. Формулы численного интегрирования

Пусть y = f(x) – функция, непрерывная в интервале [a,b], и требуется вычислить 
[image: image270.wmf]ò

b

a

dx

x

f

)

(

. Разобьем интервал [a,b] на n равных частей точками a=x0<x1<x2<…<xn=b  так, что xi-xi-1=
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Воспользуемся первой интерполяционной формулой Ньютона, в которой x = x0+ht. Тогда dx+h dt, пределы интегрирования равны a = x0, b = x0 + nh, и мы получаем
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В результате интегрирования будем иметь


[image: image274.wmf]...]

!

3

)

3

(

!

2

)

2

3

(

2

[

0

3

2

3

4

0

2

2

3

0

2

0

0

0

+

D

+

-

+

D

-

+

D

+

=

ò

+

y

n

n

n

y

n

n

y

n

ny

h

ydx

nh

x

x

.  (4.1)

Из (4.1) можно получить целый ряд формул численного интегрирования («формул квадратур»), придавая n различные значения, т.е. деля участок на различное число частей, и пользуясь интерполяционными многочленами различных степеней.

Положим в формуле (4.1) n=1. В этом случае разности выше первого порядка пропадают, ибо мы имеем только две точки x0 и x0+h . Тогда
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Геометрически этот результат совершенно очевиден. Действительно, положив n=1, мы заменяем функцию интерполяционным многочленом первой степени, т.е. заменяем кривую хордой (рис.5). При этом интеграл заменяется площадью обычной прямолинейной трапеции. Очевидно, что формула будет точной, если  f(x) – линейная функция.
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Разумеется, формула (4.2) слишком груба для больших участков. Но для ее уточнения нет необходимости брать большое n и пользоваться при этом интерполяционным многочленом высокой степени. Более выгодным является другой путь: разбив интервал [a,b]  на n частей, можно применять формулу (4.2) для каждого из этих участков в отдельности, т.е. рассматривать не один интерполяционный многочлен степени n на всем интервале [a,b], а n интерполяционных многочленов первой степени, различных на каждом из отдельных участков. При этом кривая заменяется ломаной линией (рис.6).

Применяя формулу (4.2) к участкам (xi-1,xi), получаем
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                              (4.3)


Сложив все формулы (4.3) с формулой (4.2), придем к общей формуле, дающей приближенное выражение для интеграла:
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                    (4.4)

Эта простая формула дает при достаточно малых h, т.е. при большом числе n точек деления, довольно хорошие результаты. Формула (4.4) носит название формулы трапеций, что вполне объясняется ее геометрическим смыслом.

Перейдем к выводу другой формулы, также весьма распространенной и употребительной. Положим в (4.1) n=2, т.е. отбросим все разности выше второй.

Тогда
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Нетрудно выяснить геометрический смысл полученной формулы: в интервале интегрирования [x0,x0+2h] функция y=f(x) заменяется обычной параболой второй степени y=Ax2 + Bx +C, проходящей через точки кривой с абсциссами x0, x0+h, х
[image: image277.wmf]0

+2h (рис.7). Разумеется, формула (4.5) дает точный результат, если f(x) представляет собой многочлен второй степени. Однако, как будет показано ниже, эта формула дает точное значение интеграла и тогда, когда f(x) – многочлен третьей степени.

Из формулы (4.5) можно, как и выше, получить формулу для приближенного вычисления интеграла по всему интервалу [a,b]. Для этого разобьем интервал [a,b] на 2n частей и для каждой пары участков применим формулу (4.5):
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Просуммировав все формулы, получаем
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Формула (4.7) называется формулой Симпсона или формулой парабол.
Если вычисления производятся с помощью арифмометра или другой вычислительной машины, то формулу Симпсона удобнее писать иначе, не группируя ординаты:
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При одном и том же числе участков разбиения формула Симпсона обычно дает более хорошие результаты, чем формула трапеций. Поэтому пользуются предпочтительно ею, хотя она и требует несколько большего количества вычислений. Особенно целесообразно предпочесть формулу Симпсона формуле трапеций в тех случаях, когда нет возможности получить значения функции в большом числе точек.

 4.2. Особенности расчета эллиптических интегралов первого рода.

1. Всякий интеграл 
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, где P(x) – многочлен третьей или четвертой степени, может быть приведен к линейной комбинации интегралов, приводящих к элементарным функциям, и следующих трех интегралов:
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которые называются соответственно эллиптическими интегралами первого, второго и третьего рода в лежандровой нормальной форме. Число k называется модулем этих интегралов, число 
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 – их дополнительным модулем, а число n – параметром интеграла третьего рода.

2. Эллиптические интегралы подстановкой 
[image: image286.wmf]j

sin

=

x

 приводятся к нормальной тригонометрической форме
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3. Эллиптические интегралы, взятые в пределах от 0 до 
[image: image290.wmf]2
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, называются полными эллиптическими интегралами.

Некоторые обозначения, используемые при вычислении эллиптических интегралов первого рода:
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Эллиптический интеграл первого рода:
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Полный эллиптический интеграл первого рода:

1. 
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I. Представление в виде ряда.

1. 
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3. 
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II. Тригонометрические ряды.

1. При малых значениях k и φ можно пользоваться рядом
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2. При k, близком к 1, используют ряд
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III. Функциональные соотношения между эллиптическими интегралами первого рода.

1. 
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Функции K и K’ удовлетворяют уравнению
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IV. Формулы преобразования.

1. 
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V. Неопределенные интегралы от элементарных функций.
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4.3. Алгоритм расчета периода колебаний.

В нашем случае программа написана на языке С++ по алгоритму, опубликованному в справочнике по алгоритмам и программам на языке бейсик для персональных ЭВМ [3, стр. 103-107].

Для обеспечения заданной точности количество частей, на которое  делится интервал интегрирования, постепенно увеличивается, например в 2 раза. Расчеты прекращают, когда последующее увеличение не приводит к изменению значащих цифр в заранее выбранном диапазоне (в наших расчетах – три значащих цифры после запятой).

Перед окончательными расчетами проведена проверка программы на отсутствие ошибок (опечаток) путем сравнения результатов аналитических и численных расчетов для простейших типов кривых (прямая, круг, синусоида).

Расчеты проведены для углов отклонения маятника 
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 в диапазоне от 50 до 900 при отношении длин подвески в крайних точках и на оси симметрии траектории Lk/L0 от 0,5 до 10, что соответствует множителю в показателе степени экспоненты  –1
[image: image322.wmf]£

 
[image: image323.wmf]h

 
[image: image324.wmf]£

5.

4.4. Программа расчета по методу Ньютона-Котеса.

Метод Ньютона–Котеса основан на интерполяции f(x) в n промежутках полиномом Лагранжа. В общем случае f(x) должна задаваться (n+1) ординатами. Формулы интегрирования точны, если f(x) – многочлен n-й степени. При n=1 получаем метод трапеций.

Метод Симпсона (парабол) – частный случай метода Ньютона–Котеса при n=2. При разбиении отрезка [a, b] на m равных отрезков получим обобщенную формулу Симпсона.
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Выражение для остаточного члена показывает, что формула Симпсона точна, даже если f(x) – многочлен третьей степени. Эта частная особенность формулы Симпсона объясняет ее преимущественное применение – у некоторых ЭВМ вычисление по ней реализовано микропрограммно.

Алгоритм реализации метода Симпсона представлен на рис.8.
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4.5. Программа расчета по методу Гаусса.

Определенный интеграл 
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с пределами интегрирования a и b можно трактовать как площадь фигуры (рис.9), ограниченной ординатами a и b, осью абсцисс x и графиком подынтегральной функции f(x).

Обыкновенный определенный интеграл, у которого известна его первообразная F(x), вычисляется по формуле Ньютона – Лейбница 
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Поэтому достаточно вычислить значения функции F(x).

Численное интегрирование применяется, если нахождение F(x) сложно или невозможно. Оно заключается в интерполяции f(x) на отрезке [a, b] подходящим полиномом, для которого определенный интеграл вычисляется по формулам численного интегрирования. Обычно отрезок [a, b] разбивается на m частей, к каждой из которых применяется соответствующая простая формула. Таким образом получают составные (или сложные) формулы численного интегрирования.

Метод прямоугольников – простейший прием численного интегрирования, при котором функция y=f(x) заменяется интерполяционным многочленом нулевого порядка. Для повышения точности интегрирования отрезок [a, b] разбивается на m частей, и формула прямоугольника применяется к каждому отрезку. Приведем обобщенную формулу прямоугольников:


[image: image329.wmf]å

-

=

-

@

1

0

.

m

i

i

y

m

a

b

I


Вследствие низкой точности этот метод почти не применяется.

Модифицированный метод прямоугольников базируется на представлении f(x) ординатами, смещенными на величину 0,5h, где h=(b-a)/m:
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где f’’(ξ) – значение второй производной f(x) в точке x=ξ, где она максимальна.

Метод трапеций заключается в линейной аппроксимации f(x) на отрезке [a, b]. Для уменьшения погрешности [a, b] разбивается на m частей длины h=(b-a)/m (при методе прямоугольников 
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 на этом отрезке).

С учетом суммирования смежных ординат внутри отрезка     [a, b] обобщенная формула метода трапеций имеет вид


[image: image332.wmf]).

(

'

'

12

)

(

2

...

2

2

1

2

1

0

x

f

a

b

h

y

y

y

y

y

m

a

b

I

m

m

-

-

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

+

+

+

+

-

@

-


Интегрирование по формуле Бодэ
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применяется к каждому из m отрезков разбиения [a, b].

Метод Уэддля базируется на применении к каждому из m отрезков разбиения [a, b] формулы
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Метод Чебышева основан на вычислении значения определенного интеграла
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по формуле, содержащей одинаковые множители 
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Так, для n=3 
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 интеграл (4.12) приводится к виду (4.11) подстановкой
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Формула (4.12) точна для полиномов степени n.

Метод Гаусса основан на интерполяции f(x) полиномом Лагранжа, но абсциссы x
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 выбираются из условия обеспечения минимума погрешности интерполяции. При этом интеграл (4.11) подстановкой (4.13) сводится к виду
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Метод Гаусса обычно обеспечивает повышенную точность – формула (4.14) верна для полиномов до (2n-1)-й степени. Для n=3 
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Для повышения точности интегрирования отрезок [a, b] дробится на m частей.

При численном интегрировании с заданной точностью оценка погрешности интегрирования обычно сложна и требует вычисления высших производных f(x). Поэтому на практике принято проводить интегрирование для ряда m=2, 4, 8 и т. д., считая верным число совпадающих первых цифр результата.

4.6. Отладка программы и оценка точности результатов.

4.6.1. О точности формул численного интегрирования.

Перейдем теперь к вопросу об оценке точности формул численного интегрирования. Прежде всего, оценим точность формулы трапеций (4.4).

Как было указано при выводе формулы (4.2), она получается заменой функции f(x) на интервале [x0; x1] интерполяционным многочленом первой степени. Обозначим его F1(x).

Согласно общей формуле для остаточного члена интерполяционной формулы, запишем
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Интегрируя равенство (4.15) на интервале [x0;x1] и учитывая, что F1(x) – линейна функция, получим
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Т.о., ошибка приближенного равенства (4.2) равна остаточному члену
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   (4.16)

Произведение ((x)=(x-x0)(x-x1) сохраняет постоянный знак на участке (x0;x1). Предполагая вторую производную f((x) непрерывной, применим к интегралу (4.2) обобщенную теорему о среднем для определенного интеграла, что дает


[image: image352.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

ò

¢

¢

-

=

-

-

¢

¢

=

1

0

1

3

1

0

1

12

2

1

x

x

f

h

dx

x

x

x

x

f

r

x

x

,

где 
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 лежит в интервале
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Обобщенная теорема о среднем формулируется так:

Если f(x) и ((x) непрерывны на [a,b] и ((x)(0 ,то
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Для ее доказательства достаточно заметить, что если m и M – соответственно наименьшее и наибольшее значения функции  f(x) и ((x)(0, то
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Деля все члены неравенства на 
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, видим, что отношение двух интегралов будет заключено между m и M, т.е. равно как раз некоторому промежуточному значению f((). В случае ((x)(1 получаем обычную теорему о среднем. Ясно, что теорема верна и при ((x)(0 .

Итак, остаточный член равенства (4.2) имеет вид
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Просуммировав такие выражения для всех участков (xi-1;xi), получим выражение для общей ошибки R:
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Обозначим среднее арифметическое значений второй производной в отдельных точках через (n :
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Так как вторая производная f((x) по условию непрерывна, то (n  можно считать приближенно равным среднему значению второй производной в интервале [a,b]; запишем это так:
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Т.к. h=
[image: image363.wmf]n
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 ,то окончательно получим выражение для остаточного члена формулы трапеций (4.4)
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Выражения остаточного члена (4.18) показывает, что формула трапеций дает точное значение интеграла в тех случаях, когда f(x)  линейна, ибо тогда f((x) (0 и f((()(0.
Оценка точности формулы Симпсона (4.7) может быть получена тем же путем, однако это потребует значительно белее громоздких преобразований. Поэтому мы приведем другой вывод выражения остаточного члена, который, с одной стороны, не требует сложных вычислений и, с другой стороны, дает возможность иллюстрировать другие методы оценки точности.

Рассмотрим функцию f(x), имеющую непрерывную производную четвертого порядка в интервале (x-h, x+h); обозначим через F(x) ее первообразную функцию. По формуле ньютона – Лейбница
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С другой стороны, формула (4.5) дает
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Рассмотрим вспомогательную функцию
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Считая x фиксированным, а h переменным. Очевидно, что ((0)=0. Найдем производные от функции (4.19) по h, учитывая, что 
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Положив в первой и второй производных h=0, получаем
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Выражение для третьей производной после приведения подобных членов примет вид
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По формуле Лагранжа имеем
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При фиксированном промежуточная точка будет, разумеется, зависеть от величины . Проинтегрируем теперь это равенство по на участке, учитывая, что:
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В интеграле в правой части величина fiv((1) является некоторой функцией от h, т.к. от него зависит аргумент (1. Не останавливаясь на доказательстве того, что эта сложная функция непрерывно зависит от h, применим к интегралу обобщенную теорему о среднем:
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где (2, так же как и (1, есть некоторая промежуточная точка в интервале (0,h), зависящая от h. Т.о.,
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Рассуждая аналогичным образом, находим
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где (3 и ( - новые промежуточные точки из интервала (0,h). Таким образом, ошибка формулы (4.5) выражается так:
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Чтобы получить остаточный член формулы Симпсона (4.7), необходимо просуммировать равенства (4.20) по n парам участков. Повторяя рассуждения, приведенные ранее, получим
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где ( – новая промежуточная точка. Т.к. h=
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, то последнюю формулу можно записать так:
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Равенство (4.21) показывает, что формула парабол (4.7) для приближенного вычисления интеграла дает точное значение в том случае, когда f(x) есть многочлен третьей степени или ниже, ибо тогда fiv(x)(0.
Следует отметить, что практическое значение оценок (4.18) и (4.21) невелико ввиду сложности их использования. Это особенно относится к формуле (4.21), содержащей четвертую производную. Поэтому при численном интегрировании прибегают к другим приемам.

Так, важнейшим критерием применимости формулы Симпсона является постоянство вторых или третьих разностей в таблице значений функции, составленной с шагом h, используемым в этой формуле. Действительно, это означает, что функция достаточно хорошо изображается многочленами второй или третьей степени, для которых формула Симпсона дает точное значение.

Часто при оценке погрешности формулы трапеций или парабол пользуются следующим приемом: вычисляют интеграл по формуле парабол при делении отрезка на частей n (n четное) и 2n частей. Если получающиеся при этом значения обозначить соответственно через In и I2n , то совпадение первых знаков In и I2n  позволяет судить о точности полученных значений.

4.6.2. Квадратурные формулы типа Гаусса.

Рассмотренные в предыдущих параграфах квадратурные формулы трапеций и парабол являются частными случаями  общей линейной квадратурной формулы, в которой интеграл выражается линейной комбинацией ординат интегрируемой функции. Такая формула имеет вид
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Абсциссы xi точек, в которых вычисляются значения функции,  называются узлами, а коэффициенты wi – весами квадратурной формулы (4.22).

Сравнивая формулы (4.4) и (4.8) с формулой (4.22), замечаем, что узлы этих квадратурных формул расположены равномерно по отрезку интегрирования. Веса в формуле трапеций равны 
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 , а в формуле парабол равны 
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. Вывод этих формул сводился к подбору весов при заданных узлах, в предположении замены функции между узлами интерполяции линейной функцией или параболой.

Другим хорошим примером линейной квадратурной формулы является формула Чебышева, в которой, наоборот, выбираются наилучшие узлы при некоторых предположениях, сделанных относительно весов. Именно, в квадратурной формуле Чебышева предполагается, что все веса равны между собой, что облегчает вычисления.

Прежде чем перейти к выводу квадратурной формулы Чебышева, заметим, что нет нужды рассматривать произвольный участок интегрирования [a,b], а можно ограничиться каким-либо стандартным, например, отрезком [0,1]. Действительно, если дан интеграл 
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или, что то же самое, x = a+(b - a)t  приводит его к интегралу по отрезку [0,1]:
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так что остается вычислить лишь этот последний. Собственно говоря, формула (4.22) приобретает при этом вид
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где узлы вычисляются по формуле 

                                              xi = a + (b-a)ti,                                         (4.24)

а  ti - соответствующие узлы для участка [0,1].

Итак, пусть функция f(x) задана на отрезке [0,1]. Будем искать для интеграла квадратурную формулу вида
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с фиксированным числом узлов n, полагая w1=w2=…=wn=w. Узлы для формулы (4.25) подбираются таким образом, чтобы эта формула представляла собой точное равенство для тех случаев, когда функция f(x) является многочленом степени не выше n.

Найдем сначала значение веса w. Полагая f(x)(1 и требуя, чтобы равенство (4.25) было для этой функции точным, находим 1=wn, откуда

                                                  w=
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Пусть теперь f(x)=a0+a1x+…+an-1xn-1+anxn. Формула (4.25) перепишется тогда так
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Равенство (4.27) должно быть справедливо при любых a0, a1,…, an. Поэтому коэффициенты при них в левой и правой частях равенства должны совпадать между собой. Т.к.
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то, приравнивая друг другу соответствующие коэффициенты, получаем систему уравнений
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Левые части уравнений полученной системы являются симметричными функциями своих аргументов x1, x2,…, xn. Пользуясь алгебраическими свойствами симметричных многочленов, можно привести эту систему к одному алгебраическому уравнению степени, корни которого и являются узлами квадратурной формулы Чебышева.

Мы не станем приводить соответствующих преобразований, ограничившись готовыми результатами. В таблице 1 приведены значения узлов квадратурной формулы Чебышева для некоторых значений n. Доказано, что для n=8 построить квадратурную формулу Чебышева невозможно, т.к. корни соответствующего многочлена оказываются мнимыми. При n=9 узлы могут быть найдены. Для значений n>9 до сих пор не известно, существуют ли на отрезке [0,1] n действительных узлов квадратурной формулы Чебышева. Для произвольного отрезка [a,b], как следует из (4.23) и (4.26), квадратурная формула Чебышева с узлами имеет вид
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где xi  - узлы для отрезка [0,1], взятые из таблицы 1.

Таблица 1.

	n
	k
	xk
	w

	2
	1
	0,211325
	0,5

	 
	2
	0,788675
	 

	3
	1
	0,146447
	0,333333

	 
	2
	0,5
	 

	 
	3
	0,853553
	 

	4
	1
	0,102673
	0,25

	 
	2
	0,406204
	 

	 
	3
	0,593796
	 

	 
	4
	0,897327
	 

	5
	1
	0,083751
	0,2

	 
	2
	0,31273
	 

	 
	3
	0,5
	 

	 
	4
	0,68727
	 

	 
	5
	0,916249
	 

	6
	1
	0,066877
	0,166667

	 
	2
	0,28874
	 

	 
	3
	0,366682
	 

	 
	4
	0,633318
	 

	 
	5
	0,71126
	 

	 
	6
	0,933123
	 


Выбирая свободно и веса, и узлы квадратурной формулы, можно получить линейные квадратурные формулы, дающие при той же вычислительной работе много большую точность, чем формулы трапеций и парабол или формула Чебышева. Такие формулы со свободными узлами и весами называются квадратурными формулами гауссова типа.

Если считать формулу (4.22) квадратурой гауссова типа, то она имеет при n узлах 2n свободных параметров. Их можно выбрать так, чтобы формула была возможно более точной. С точки зрения приближения функции интерполяционными многочленами точность формулы определяется степенью многочлена, для которого эта формула является точным, а не приближенным равенством.

Пользуясь 2n свободными параметрами можно точно интегрировать многочлены до степени 2n – 1 включительно. Для этого достаточно потребовать, чтобы равенство (4.22) было точным на отрезке [0,1] для функций f(x)=1,x,x2,…,x2n-1, что приводит к системе уравнений
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аналогичной системе (4.28). Эта система имеет 2n неизвестных x1, x2, …, xn, w1, w2, …,wn  и, как легко видеть, содержит 2n уравнений.

Квадратурная формула типа (4.22), узлы и веса в которой выбираются в соответствии с системой уравнений (4.30), называется формулой Гаусса. Можно доказать, что система (4.30) при любых n совместна и имеет единственные решения, причем узлы x1, x2, …, xn  всегда находятся на отрезке интегрирования [0,1]. Узлы и веса квадратурной формулы Гаусса для нескольких первых значений n приведены ниже. Для применения этой формулы на любом отрезке [0,1] ее следует записать в виде (4.23).

Применение формулы Гаусса для численного интегрирования позволяет получать результаты с большой точностью при вычислении значений функции в небольшом числе узлов и поэтому весьма выгодно. Однако здесь возникают затруднения с оценкой погрешности получаемых результатов. Оценка производных высоких порядков (остаточный член формулы Гаусса содержит производную f(2n)(()), как уже было сказано выше, практически недоступна. Для оценки погрешности приходится поэтому прибегать к другому приему, также упоминавшемуся ранее, - сравнению результатов, полученных при использовании различных квадратурных формул. Вместе с тем, если в формулах трапеций или парабол при меньшем (вдвое) числе узлов можно было использовать уже вычисленные значения функции, то ля квадратурной формулы Гаусса при различных n все узлы оказываются различными. Поэтому сравнение требует вычисления значений функции в значительно большем числе точек. Например, при сравнении интеграла, вычисленного по формулам Гаусса, с n и n+1 узлами, требуется вычисление значений функции в 2n+1 узлах.

Можно поставить следующий вопрос. Пусть интеграл 
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 вычислен по формуле Гаусса с n узлами. Как построить новую, возможно более точную квадратурную формулу с 2n+1 узлами так, чтобы использовать уже имеющиеся n узлов и уже вычисленные значения функции f(x) в них, а добавить лишь n+1 новых узлов.

Решением этого вопроса является выведенная А.С. Кронродом квадратурная формула, которую мы будем называть уточняющей квадратурой Кронрода. Она является точной для многочленов степени 3n+1 для четных и 3n+2 для нечетных n. В практике вычислений можно полагать, что погрешность уточняющей квадратуры Кронрода с 2n+1 узлами имеет порядок одной сотой разности между результатами, полученными по этой формуле и по формуле Гаусса с n узлами.

Таблица 2.

	n
	k
	x
	Ai
	          Ki

	2
	1
	0,03708995
	 
	0,0989899

	 
	2
	0,21132487
	0,5
	0,24545455

	 
	3
	0,5
	 
	0,3111111

	 
	4
	0,78867513
	0,5
	0,24545455

	 
	5
	0,96291005
	 
	0,0989899

	3
	1
	0,01975437
	 
	0,05232811

	 
	2
	0,11270167
	0,27777778
	0,13424404

	 
	3
	0,28287813
	 
	0,20069871

	 
	4
	0,5
	0,44444444
	0,22545828

	 
	5
	0,71712187
	 
	0,20069871

	 
	6
	0,88729833
	0,27777778
	0,13424404

	 
	7
	0,98024563
	 
	0,05232811

	4
	1
	0,01171987
	 
	0,03148869

	 
	2
	0,06943184
	0,17392742
	0,0850268

	 
	3
	0,17985689
	 
	0,1339917

	 
	4
	0,33000948
	0,32607258
	0,16347459

	 
	5
	0,5
	 
	0,1732215

	 
	6
	0,66999052
	0,32607258
	0,16347459

	 
	7
	0,82014311
	 
	0,13339917

	 
	8
	0,93056816
	0,17392742
	0,0850268

	 
	9
	0,98828013
	 
	0,03148869

	5
	1
	0,00795732
	 
	0,02129102

	 
	2
	0,04691008
	0,11846344
	0,05761666

	 
	3
	0,12291664
	 
	0,0934004

	 
	4
	0,23076534
	0,23931434
	0,12052017

	 
	5
	0,36018479
	 
	0,1364249

	 
	6
	0,5
	0,28444444
	0,1414937

	 
	7
	0,63981521
	 
	0,1364249

	 
	8
	0,76923466
	0,23931434
	0,12052017

	 
	9
	0,87708336
	 
	0,0934004

	 
	10
	0,95308992
	0,11846344
	0,05761666

	 
	11
	0,99204268
	 
	0,02129102


Роль уточняющих квадратур можно пояснить следующим образом. Пусть в нашем распоряжении имеется возможность вычислить значения интегрируемой функции в 2n+1 узлах, которые мы можем расставлять произвольно. Если использовать их для построения формулы Гаусса с 2n+1  узлами, то мы получим возможность точно интегрировать многочлены до степени 4n+1 включительно, но не будем в состоянии судить о возможных погрешностях результата. Для оценки погрешности требуется иметь две квадратурные формулы. Имеющиеся 2n+1 узлов можно распределить между двумя квадратурами различными способами. Можно рассматривать две квадратуры Гаусса с n и n+1 узлами, что дает возможность точно интегрировать многочлены до степени 2n+1. Если же пользоваться уточняющими квадратурами Кронрода, то гауссова квадратура с n узлами и уточняющая квадратура с 2n+1 узлами, в число которых входит и n предыдущих, дают возможность точно интегрировать многочлены уже до степени 3n+1 или 3n+2.

При каждом n уточняющая квадратура имеет 2n+1 узлов, из которых n являются узлами соответствующей гауссовой квадратуры (Таблица 2).

5. Анализ результатов расчетов

5.1. Зависимость времени прохождения произвольного участка траектории для классического математического маятника

К сожалению, почти все публикации в учебной литературе ограничиваются лишь классическими формулами для расчета периода колебания математического (или физического) маятника. Даже погрешность её по мере увеличения начального угла отклонения маятника не указывается. Обычно ограничиваются утверждениями типа: «Период гармонических колебаний, происходящих по закону синуса, не зависит от амплитуды. Значительно сложнее колебания с большим размахом. Такие колебания происходят уже не по закону синуса, а развертка их дает более сложные (по сравнению с синусоидой) кривые, различные для разных колеблющихся систем. Период перестает быть характерным свойством колебания и начинает зависеть от амплитуды» [20, стр.114].

Как показали наши расчеты, период колебания математического маятника мало зависит от амплитуды, в частности при постоянной длине подвески (классический математический маятник) и увеличении начального угла 
[image: image405.wmf]0
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 с 100 до 400 и 600 период увеличивается в 1,035 и 1,073 раза, соответственно.

5.2. Период колебания маятника с изменяемой длиной подвески

Вместе с тем, изменение длины подвески на 10% может привести к изменению периода колебания более чем в 2 раза, причем этот показатель возрастает с уменьшением начального угла отклонения маятника (см. графики в приложении и таблицу 5.2).

При 
[image: image406.wmf]0
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 < 600 с ростом 
[image: image407.wmf]h

 > 0 период колебания сначала уменьшается, а затем, когда соотношение длин подвески Lk/L0 превышает 1,15
[image: image408.wmf]¸

1,25, начинает возрастать. При 
[image: image409.wmf]0
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 > 600 уменьшение периода колебания возможно только при отношении Lk/L0  < 1 или при 
[image: image410.wmf]h

 < 0.

5.3. Условия минимума периода колебаний и экстремума для угловой скорости.

Интересно отметить, что максимуму скорости при пересечении массой оси симметрии траектории и минимальному значению периода колебания маятника не обязательно соответствует одно и тоже значение коэффициента 
[image: image411.wmf]h

. В частности, рассматривая угловую скорость маятника при 
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 = 0,
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получаем условие экстремума для угловой скорости
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  (а)

Корни полученного уравнения, которые определяют значения коэффициента 
[image: image417.wmf]h

 при экстремальных значениях угловой скорости маятника             на оси симметрии в зависимости от начального угла его отклонения, приведены в таблице 1 и на графике рис.  .

Таблица 5.1

	Значения 
[image: image418.wmf]h

 для экстремальных скоростей на оси симметрии
	
	
	
	

	Фи0=
	5
	10
	20
	30
	40
	45
	50
	60
	70
	80
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	0,85
	0,725
	0,55
	0,41
	0,28
	0,21
	0,14
	0
	-0,25
	-0,5


Значения 
[image: image420.wmf]h

 для минимальных периодов колебания несколько выше, причем разница возрастает с увеличением начального угла отклонения маятника.

      Таблица 5.2 

	Значения 
[image: image421.wmf]h

 для минимальных периодов колебания
	
	
	
	

	Фи0=
	5
	10
	20
	30
	40
	45
	50
	60
	70
	80
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	0,90
	0,75
	0,60
	0,5
	0,35
	0,30
	0,20
	0,10
	0
	-0,25


Наблюдаемое различие можно объяснить как погрешностью численных методов интегрирования и достаточно пологим характером изменения функции (периода колебания) к окрестности её экстремума, так и особенностями изменения угловой скорости от угла отклонения маятника, хотя в целом она остается монотонной на всем протяжении рассматриваемой части цикла.

На примере 
[image: image423.wmf]0

j

= 10 градусов видно, что для диапазона 
[image: image424.wmf]h

 < 4,5 или при соотношении максимальной и минимальной длин подвески менее 2 период колебания оказывается меньше, чем при постоянной длине маятника. Вместе с тем, при существенном увеличении длины (большая упругость, 
[image: image425.wmf]h

 > 4,7) период колебания превышает соответствующее  значение для классического математического маятника (см. таблицу 5.2).

По мере увеличения начального угла 
[image: image426.wmf]0
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 соотношение максимальной и минимальной длин подвески, при котором период превышает соответствующее значение для классического маятника, уменьшается (см. приложение) вплоть до 
[image: image427.wmf]0
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 = 65 градусов.

При дальнейшем увеличении угла 
[image: image428.wmf]0
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 уменьшение периода колебания может быть достигнуто только при отрицательных значениях коэффициента 
[image: image429.wmf]h

 или когда отношение длины подвески на оси симметрии (при 
[image: image430.wmf]j

 = 0) к длине подвески при 
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 = 
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 становится меньше 1.

5.4. Энергетическое обоснование результатов расчета.

Выявленные закономерности достаточно просто объяснить на основе энергетических изменений. Действительно, возникающее за счет изменения длины подвески дополнительное изменение потенциальной энергии приводит к соответствующему изменению энергии кинетической. В частности, при увеличении длины подвески по мере приближения к оси симметрии траектории (оси «х») избыточная, по сравнению с классическим математическим маятником, потенциальная энергия приводит к увеличению скорости точечной массы. В первом приближении (фактическая траектория отличается от движения по окружности и наряду с тангенциальной появляется и радиальная составляющая скорости) линейную скорость можно определить произведением угловой скорости на длину подвески точечной массы. Как показывают расчеты, наибольшим изменениям периода колебания соответствует примерно 10-процентное изменение длины подвески. При этом увеличение кинетической энергии достигается в основном за счет увеличения угловой скорости колебания, что и приводит в конечном итоге к уменьшению периода колебания. 

Зависимость безразмерного периода колебания маятника от начального угла его отклонения
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Как показывают расчеты, при значении (увеличении) коэффициента С в диапазоне 0 1 период колебания маятника уменьшается, а в диапазоне 1 – увеличивается. Это результат можно объяснить влиянием двух факторов, оказывающих различное влияние на изменение угловой скорости маятника.

Увеличение коэффициента С приводит к увеличению разности потенциальных энергий по отношению к исходному (крайнему) состоянию, что приводит к соответствующему увеличению кинетической энергии движения массы маятника, которая предполагается сосредоточенной в одной точке на расстоянии L от оси подвески. Кинетическая энергия может возрастать как за счет увеличения длины подвески, так и угловой скорости. При малом увеличении длины

Выводы

1. Получено аналитическое решение для частного случая математического маятника с изменяемой длиной подвески, когда изменение длины подвески описывается функцией 
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, а исходное энергетическое уравнение преобразуется в дифференциальное уравнение первого порядка с разделяющимися переменными. В частном случае при k = 0 решение преобразуется к общепринятому для классического математического маятника.

2. Показано, что период колебания зависит от начального угла отклонения маятника 
[image: image434.wmf]0
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 и определяется эллиптическим интегралом первого рода. 

3. Разработан алгоритм и составлены программы на языке С++ для определения основных характеристик колебаний для классического математического маятника и маятника с изменяемой длиной подвески с применением методов численного интегрирования по методам Гаусса и Ньютона - Котеса с точностью до 3 десятичных знаков. 

4. Проведены расчеты для углов отклонения маятника 
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 в диапазоне от 50 до 900 при отношении длин подвески в крайних точках и на оси симметрии траектории Lk/L0 от 0,5 до 10, что соответствует множителю в показателе степени экспоненты  –1
[image: image436.wmf]£

 k 
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5.  Показано, что при постоянной длине подвески (классический математический маятник) и увеличении начального угла 
[image: image438.wmf]0
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 с 100 до 400 и 600 период увеличивается в 1,035 и 1,073 раза, соответственно. Вместе с тем, изменение длины подвески на 10% может привести к изменению периода колебания более чем в 2 раза, причем этот показатель возрастает с уменьшением начального угла отклонения маятника.

6. При 
[image: image439.wmf]0
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 < 600 с ростом k > 0 период колебания сначала уменьшается, а затем, когда соотношение длин подвески Lk/L0 превышает 1,15
[image: image440.wmf]¸

1,25, начинает возрастать. При 
[image: image441.wmf]0
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 > 600 уменьшение периода колебания возможно только при отношении Lk/L0  < 1 или при k < 0. 
7. Предложено энергетическое объяснение выявленных зависимостей, связанных с изменением кинетической энергии за счет как длины подвески, так и угловой скорости. 

8. Выявленные особенности колебания математического маятника с изменяемой длиной подвески могут быть использованы в измерительных и регулирующих системах технологических машин.
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ПРИЛОЖЕНИЕ 1.

ПРОГРАММА РАСЧЕТА ПЕРИОДА КОЛЕБАНИЯ МАТЕМАТИЧЕСКОГО МАЯТНИКА

#include <iostream.h> //библотека для ввода-вывода C++

#include <stdio.h>   //библиотека для ввода-вывода C

#include <math.h>    //библиотека математических функций

#include <stdlib.h>  //библиотека стандартных функций

#include <string.h>  //библиотека для работы со строками

#include <conio.h>  //еще одна библитека для ввода-вывода (getch())

//Константы

#define EPS 0.000001 //точность

#define PI 3.14159   //Пи

#define STEP 0.01  //с таким шагом считается искомая функция-интеграл



   //при условии, что данные не используются для построения



   //в программе Advanced Grapher

//глобальные переменные

//double число с плавающей точкой

double phi,phi0,eS; //phi-текущая точка, eS-полный интеграл

double phimin;//phimin-минимальное значение угла



   //функция-интеграл вычисляется от phimin до phi0 с шагом



   //STEP=0.01 или с таким шагом, чтобы количество точек



   //было около 1000 (печать с помощью Advanced Grapher)

FILE *output; //файловая переменная; связывается с файлом для вывода данных

char filename[12]; //имя файла формируется внутри программы (12 символов,



   //с 0 до 11) DOS стандарт

//точки в интервале от -1 до 1 (20-точный метод Гаусса)

double point[20]={

  -0.9931285991851,-0.9639719272779,

  -0.9122344282513,-0.8391169718222,

  -0.7463319064602,-0.6360536807265,

  -0.5108670019508,-0.3737060887154,

  -0.2277858511416,-0.0765265211335,

  0.0765265211335, 0.2277858511416,

  0.3737060887154, 0.5108670019508,

  0.6360536807265, 0.7463319064602,

  0.8391169718222, 0.9122344282513,

  0.9639719272779, 0.9931285991851};

//веса(ы)

double weight[20]={

  0.0176140071392, 0.0406014298004,

  0.0626720483341, 0.0832767415767,

  0.1019301198172, 0.1181945319615,

  0.1316886384492, 0.1420961093184,

  0.1491729864726, 0.1527533871307,

  0.1527533871307, 0.1491729864726,

  0.1420961093184, 0.1316886384492,

  0.1181945319615, 0.1019301198172,

  0.0832767415767, 0.0626720483341,

  0.0406014298004, 0.0176140071392};

//функция возращающая значение подынтегрального выражения

double func(double x)      //func=func(x); x - число с плавающей точкой

{

  double temp; //локальная переменная; используется для временных вычислений.

  temp = sqrt(cos(x)-cos(phi0*PI/180));  //x - в радианах

  return 1/temp; //возвращаемое значение функции

}

//функция интегрирования с помощью метода Гаусса подыинтегрального выражения

//в пределах от phi1 до phi2

double integrate(double phi1,double phi2)  //integrate = integrate(phi1,phi2)

{

  if (phi1==phi2) return 0; //в случае, если пределы интегрирования равны




    //сразу возвращается 0

  else  //в противном случае выполняется следующий кусок программы { ... }

  {

    double S=0; //начальная сумма

    double alpha = 0.5*(phi2+phi1); //alpha - середина отрезка интегрирования

    double beta = 0.5*(phi2-phi1);  //beta - половина отрезка интегрирования

/*

   Цикл, в котором к текущ. значению S добавляется с весом weight

   значение функции в точке x, полжение которой на отрезке [phi1,phi2]

   вычисляется с помощью пренормировки точек массива points[20] (20 шт)

   каждый раз при выполнении тела цикла, заключенного в фигурные скобки.

*/

    for(int i=0;i<20;i++)  //начало цикла i изменяется от 0 до 19

    {

      double  x = alpha+beta*point[i]; //линейное преобразование

      if (x!=phi2) S+=weight[i]*func(x); //добавление только в том случае,

    }




//если текущая точка x отлична от phi2

//конец цикла

    S*=beta; //еще одна нормировка для получения правильного результата

    return S;  //возврат значения интеграла [phi1,phi2]

  }

}

//основная программа

void main()

{

  //начало

  //ввод phi0 с помощью функций C++

  cout<<"Введите  phi0: "; cin>>phi0;

  //формирование имени файла число(phi0)->строка(filename)

  //(работает только с целыми phi0)

  itoa(phi0,filename,10);

  //ввод минимального значения phi->phimin

  //функция-интеграл строится от phimin до phi0

  cout<<"Введите минимальное значение phi: ";cin>>phimin;

  /*

  Переменная целого типа k используется для совместимости с Advanced Grapher

  так как количество точек, по которым строится график <1000

  k - нормировка для шага STEP.

  Он увеличивается, если кол-во точек (amount) >1000

  */

  int k=1;

  //переменная key используется для считывания ответа ползователя (y или n)

  int key;

  cout<<"Вывод данных для построения? (y/n)";

  key = getch(); //считывание символ (y или n)

  //начальное вычисление кол-ва (amount) точек

  int amount = (phi0-phimin)/STEP;

  if (key=='y') //вывод для Advanced Grapher


{



cout<<"\n\nВывод данных для построения.\n";



//если amount>1000 то k - такое, что amount/k = 1000



if (amount>1000) k = (int) (phi0-phimin)/(1000*STEP);



strcat(filename,".txt"); //дописывет расширение .txt к filеname


}


else //key не равен 'y' -> вывод в файл с шагом STEP; k =  1;


{


cout<<"\n\nВывод данных с шагом 0.01 градус.\n";


strcat(filename,".dat"); //дописывает расширение .dat к filename


}

   amount/=k; //новое значение amount = amount / k;

  //контрольное сообщение

  cout<<"Вывод данных происходит в файл "<<filename<<endl;

  //открытие файла с именем filename в режиме записи 'w'

  output = fopen(filename,"w");

  //начало вычислений

  /*

  Главный цикл, в котором организовано вычисление функции-интеграла в точках

  отрезка [phimin,phi0]

  */

  for(int m=0;m<=amount;m++) //m изменяется от нуля до amount;




       //m - номер шага

  {                          //начало цикла 1

    eS=0;  //начальное значение полного интеграла

    phi = phi0-m*STEP*k; //текущая точка phi ; STEP*k - значение шага

    //начальное число разбиений отрезка *интегрирования* [phi,phi0]

    //на каждом отрезке разбиения вычисление производится с помощью метода Гаусса

    int n=1;

    /*

    предыдущее значение значение интеграла prevS;

    пока -100 (любое отрицательное число)

    */

    double prevS=-100;

    /*

    Цикл вычисления функции-интеграла в текущей точке phi с точностью EPS;

    точность интегрирования проверяется путем сравнения вычисленного интеграла

    при большом количестве разбиений исходного отрезка [phi,phi0] (n+100)

    с предыдущим значением этого интеграла (n разбиений)

    */

    for(;;) //начало цикла 2

      {


double left=phi;  //левый предел текущего отрезка *разбиения*




  //начальное значение left=phi


double right;     //правый предел


/*


Цикл, в котором суммируются частичные суммы, вычисленные на каждом


из n отрезков разбиения. j - номер отрезка разбиения


Из-за особенности подынтегрального выражение разбиение делается


следующим образом: на каждом шаге правый предел (right)


является серединой отрезка от левого предела (left) до phi0


(исключение последний шаг -> right = phi0)


|------------|------|---|---|

       phi   j=0        j=1        phi0


*/


for(int j=0;j<n;j++) //j меняется от 0 до n-1;


  {                  //начало цикла 3


    if ((n-j)!=1) right =0.5*(left+phi0);  //вычисление right


    else right = phi0;


    //суммирование; добавление интеграла на j-ом отрезка [left,right]


    eS+=integrate(left*PI/180,right*PI/180);


    //новый левый предел (старый правый предел)


    left = right;


  } //выход из цикла 3


/*


Выход из цикла 2 в том случае,


если prevS и eS отличаются друг от друга менее, чем на EPS


(при n = 1 prevS<0)


*/


if (fabs(eS-prevS)<EPS) break; //критерий выхода из цикла 2


/*


в противном случае n увеличивается на 100, prevS становится


равным eS, eS обнуляется и начинается новое вычисление


полного интеграла eS (отрезок [phi,phi0]) c новым кол-вом разбиений n


*/


n+=100;


prevS=eS;


eS=0;


} //конец цикла 2 (его тела)

    //вывод в файл output данных phi (3 знака после запятой)

    //и eS (6 знаков после запятой)

    fprintf(output,"%6.3f %8.6f\n",phi,eS);

  } //конец цикла 1

  fclose(output); //закрывает файл

  cout<<"\nВыполнено!\n";         //конец

}
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Рис.8. Алгоритм численного интегрирования по составной формуле Симпсона
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Рис.9. Графическая иллюстрация численного интегрирования
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